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3. Dominio das frequéncias

Sinal e série amostral. Transformada de Fourier. Espectro de
frequéncias. Filtragem no espaco de Fourier. Teorema da convolucao.
Exemplos de aplicacao.
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Sinal e série amostral

Uma onda periddica elementar como o seno fica definida por uma das seguintes
expressoes (em funcao do periodo T, ou da frequéncia f):

P(t) = AXsin (2%15+¢)+C P(t) = Axsin(2nft+ ¢) + C

A: amplitude; f: frequéncia; T: periodo; ¢: fase; C: translacao
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Sinal e série amostral

Exemplos de ondas periddicas

y = axsin(wx + @) +d

w = 2nf
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Sinal e série amostral

Num sinal periodico P, o valor da frequéncia f corresponde ao numero de ciclos m
que ocorre no intervalo temporal de um segundo (ou unidade de tempo) dado em
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Sinal com frequéncia de 10 Hz
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Sinal e série amostral

Num processo de digitalizacao de um sinal analdgico, a amostragem de P consiste
em gerar uma sequéncia discreta S de impulsos (série amostral) com uma

frequéncia de amostragem f..

Sinal periddico de 10.0 Hz
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Sinal e série amostral

O teorema de amostragem de Nyquist-Shannon estabelece a condicao que
determina qual deve ser a menor frequéncia de amostragem que torna adequada a
reconstrucao do sinal:

fi>2x

max

Por outras palavras, a frequéncia de amostragem deve ser maior que duas vezes a
maxima frequéncia do sinal.
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Sinal e série amostral

Nesta perspectiva, poder-se-a colocar a seguinte questao:

* Porqué ndo amostrar entdo o sinal com o maior valor possivel para f, ou sempre
um valor elevado?

Sinal periddico de 10.0 Hz
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Sinal e série amostral

Considere-se, como exemplo, uma onda periddica P de um seno com f = 10 Hz, ou
seja, um sinal com uma frequéncia de dez ciclos por segundo (simplificada com A =
1e ¢ =C=0). Uma série com f. = 10 Hz (que nao respeita a condigcao referida
anteriormente) tem uma amostra por periodo.

Sinal periédico de 10.0 Hz

sssssssss

A ligacao desses pontos resulta numa linha sem qualquer relacao com a forma do
sinal
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Sinal e série amostral

Veja-se agora uma serie com f, = 2x10 = 20 Hz, que esta no limite da condi¢do de
Nyquist (mas ainda sem a respeitar); neste caso tém-se duas amostras por periodo
gue, conectadas, formam uma linha semelhante a anterior.

Sinal periddico de 10.0 Hz
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Sinal e série amostral

Aumentando-se a frequéncia de amostragem para um valor que respeite a
condigao, por exemplo, f, = 3x10 = 30 Hz, pode-se verificar que a série adquire um
comportamento que possibilita ja reconstituir o sinal de uma forma clara, podendo
ser quase suficiente para os objetivos a cumprir.

Sinal periédico de 10.0 Hz
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Sinal e série amostral

Com um valor superior de, por exemplo, f. = 20x10 = 200 Hz, tem-se uma série
amostrada ja bastante fiel ao sinal original.

Sinal periédico de 10.0 Hz
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Sinal e série amostral

Assim sendo, para um tipo de sinal com uma largura de banda conhecida, é
desnecessario amostra-lo com frequéncias de amostragem acima das que
permitem reconstitui-lo sem ambiguidade.
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Sinal e série amostral

Considere-se um segundo exemplo sintético, produzido a partir da soma de trés
senoidais com diferentes frequéncias nao conhecidas a partida e que, apesar de
igualmente peridodica, tem um comportamento mais dificil de interpretar. O
objetivo sera o de saber as caracteristicas das ondas elementares. Para tal recorre-
se a analise espectral com recurso a transformada de Fourier.
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Transformada de Fourier

A teoria de Fourier afirma que qualquer sinal pode ser expresso como uma soma
de varias senoidais, ou seja, uma soma de funcdes seno e cosseno.

f(x)=a,+a, sen(x)+ a, sen(2x)+ a, sen(ax)+ ... +b, cos(x)+ b, cos(2x)+h, cos(ax)+

1 1 — )
sen(x) + cos(x)
sen(x) cos(x) N
0.5 0.5 \
0.5 Y
\‘-
1 N\
\'.
-0.5 Y
-0.5 -0.5 Y
-1
-1 -1

A transformada de Fourier (TF) permite realizar a decomposicao de um sinal
(definido no dominio espacial) nas suas componentes seno e cosSseno,
representando-o no chamado “dominio das frequéncias”, ou espaco de Fourier.
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Transformada Directa:

N—1l Znuxl N—1
Fw = ) [f(x)xe v | = [f() ( -
u ;g; x)Xe N ;2; X)X COS(i

Transformada Inversa:

nux]

N-
f(x) —% Z F(u)xe’ 2N

N = numero de amostras que se tem

x = amostra corrente (0...N-1)

f(x) = valor do sinal em x

u = frequéncia corrente (0 Hertz até N-1 Hertz)

F(u) = quantidade de frequéncia u presente no sinal

2TUX

=—>< [f(x)x <cos<

Transformada de Fourier 1D
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O espectro de frequéncias de uma funcao resulta da aplicacao da DFT. Os valores
resultantes desta transformacao pertencem ao dominio dos numeros complexos (z
= ag+bj), sendo constituidos por uma parte real (a) e uma parte imaginaria (b). A

magnitude do espectro é igual ao valor absoluto da DFT (/z/)
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Espectro de frequéncias

Considere-se o seguinte sinal periddico (seno).

Sinal original
1 v y——e Yy ——— ~—_—r yr S
| s { ) )

Fernando Soares

O espectro de um sinal contém as magnitudes das frequéncias das ondas que o
constituem. Neste exemplo, como o sinal representa uma funcao sinusoidal (seno),

ha apenas uma frequéncia.
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Espectro de frequéncias

O espectro tem duas partes: uma parte negativa e outra parte positiva. A parte
negativa contém frequéncias negativas. Para sinais reais (sem parte imaginaria), a
parte negativa do espectro € sempre uma versao “espelhada” da parte positiva.
Assim, neste exemplo, a parte positiva tera apenas um pico, e a parte negativa tera
um pico idéntico ao da parte positiva.

Espectro
400 T

200<% pico ‘
0 . . . . . .

0 100 200 300 400 s00 600 700

amplitude

Espectro
400 T

200 - <« f 0 f N

frequéncia negativa frequéncia positiva

400  -300 -200  -100 0 100 200 300 400
termo DC
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Espectro de frequéncias

Quanto mais afastado para a esquerda (e para a direita) estiver um pico, maior é a
frequéncia que o mesmo representa. Por outras palavras, um pico bastante

afastado para a direita (e esquerda) significa que o sinal contém uma componente
periodica de alta frequéncia.
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Espectro de frequéncias

Considere-se um segundo exemplo de uma curva sinusoidal adicionada de um valor
C: f(x) = sin(x)+C. A accao desta soma é a de transladar o sinal segundo a direccao
yy. O valor médio do sinal é igual ao valor de C (pois o valor médio de sin(x) = 0).

: Sinal original
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Espectro de frequéncias

No espectro de frequéncias a frequéncia f=0 corresponde a componente DC. Esta
componente tem uma amplitude igual ao valor médio do sinal. Quando um sinal
tem um valor médio diferente de zero, para além dos picos de frequéncia das
componentes sinoidais, a frequéncia zero do espectro (f = 0) tem um pico adicional
gue se designa por componente DC e que tem uma amplitude igual ao valor médio
do sinal. Assim, se o espectro de um sinal tiver um valor diferente de zero na
origem, saber-se-a que o valor médio do sinal é diferente de zero.

Espectro
1000 T T T T T T T

Exi D
soo |- xiste componente DC |

I

0 1 1 1 1 1 1
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Espectro de frequéncias

Fernando Soares

Considere-se um terceiro exemplo, como a soma de duas funcdes seno, em que a
segunda tem uma frequéncia dupla da primeira: f(x) = sin(kx)+sin(2kx). O sinal tem

a seguinte forma:

Sinal original
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Espectro de frequéncias

Como ha duas funcdes seno com duas frequéncias diferentes, pode-se esperar dois
picos no lado positivo do espectro (e dois no lado negativo).

Amplitude do espectro
400 T T T
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Transformada de Fourier 2D

Num sinal 2D (uma imagem) as variacoes sinusoidais sao representadas pelas
variacoes dos tons de cinzento dos pixels, ao longo da imagem.

A frequéncia espacial corresponde a frequéncia ao longo do espaco onde ha
modulacdo da intensidade (no caso das imagens abaixo, ao longo do eixo dos xx). A
imagem da esquerda tem uma menor frequéncia espacial do que a da direita.
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Transformada de Fourier 2D

A transformacao do dominio espacial para o dominio das frequéncias espaciais
resulta numa funcao de valores complexos, ou seja, do tipo z = a+bj.

F(u) = re(F(u)) + im(F(u))j
re: parte real do nUmero complexo
im: parte imaginaria do nimero complexo

Magnitude = |F(w)| = /(re(F(w)))%+(im(F (u)))?

im(F (u))>

fase = atan <re(F(u))

A visualizacao do espectro pode fazer-se com a determinacao da funcao da
Magnitude.
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Transformada de Fourier 2D

Transformada Discreta de Fourier (2D): Para uma imagem de dimensdes MxN, a
Transformada Directa Discreta de Fourier bidimensional é dada por:

M-1N—-
P =), Z [ yyxe 5]

A funcdo f(x,y) é a imagem no dominio espacial e o termo exponencial é a funcao-
base que corresponde a representacao de cada ponto F(u,v) do espaco de Fourier.

A magnitude do espectro calcula-se com a seguinte expressao:

Mag(u,v) = |F(u,v)|

(NXM)
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Transformada de Fourier 2D

A Transformada Directa Discreta de Fourier (DDFT) corresponde a TF amostrada e,
como tal, nao contém todas as frequéncias que formam uma imagem, mas apenas
um conjunto de amostras que é suficientemente grande para descrever o dominio
espacial da imagem.

O numero de frequéncias corresponde ao numero de pixels da imagem do dominio
espacial f(x,y), ou seja, aimagem e o espectro tém as mesmas dimensades.

flx,y) F(u,v)
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Transformada de Fourier 2D

As funcdes de base sao ondas seno e co-seno com frequéncias progressivas, isto, €,
F(O, 0) representa a componente DC da imagem (que tem frequéncia zero),
correspondente a intensidade média, e F(M-1, N-1) representa a frequéncia mais
elevada em xx e em vyy.

Frequéncia em v

(0/ 0) DFT {magnitude)
pc — [ 1]
Frequénciaem u l F(u,v)

(M-1,N-1)
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Transformada de Fourier 2D

Quase sempre o valor de DC ¢, de longe, a maior componente do espectro de
frequéncias. O intervalo numérico dos valores do espectro é bastante grande para
ser visualizado no ecran, o que faz com que a sua representacao nao seja
frequentemente viavel.

Imagem inicial Magnitude do espectro

Min = 1.4514; Max = 6955093
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Transformada de Fourier 2D

Aplicando a operador logaritmico, a funcao da Magnitude, para uma representacao
de 8 bits, obtém-se uma representacao apropriada do espectro das frequéncias

(como alternativa pode-se, por vezes, dividir a matriz da magnitude pelo numero
total de pixels).

Imagem inicial Magnitude do espectro

Min = 0; Max = 255
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Transformada de Fourier 2D

A Transformada Inversa Discreta de Fourier (IDFT) bidimensional é dada por:

M-1N-— 1
uxx+m)
) F(u v)><e M N ]

u=0 v=0

fooy) = (MxN

DDFT IDFT
Original — Espectro — Original




Ciéncias

Transformada de Fourier 2D

A IDFT necessita em geral das partes real e imaginaria obtidas com a DDFT.

nicial ITF da parte real ITF da parte imaginaria

ITF da fase

Fernando Soares
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Transformada de Fourier 2D

Como exemplo considere-se a imagem abaixo, em que cada faixa vertical (branca
ou preta) tem uma espessura de 2 pixels.

2 px 2 px
[ 4 @ o
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Transformada de Fourier 2D

A transformada de Fourier resulta no espectro da direita que tem trés frequéncias:
o valor de DC e, como o espectro é simétrico em relacao ao centro, os dois pontos
correspondentes a frequéncia das linhas na imagem original.
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Transformada de Fourier 2D

Como, no dominio espacial, a funcao se altera segundo a direccao horizontal, os
pontos do espectro apresentam-se alinhados ao longo de uma recta horizontal que
passa pelo centro.

No espectro, a distancia dos pontos ao centro pode ser explicada da seguinte
forma: a frequéncia maxima (k.,.,), que pode ser representada na imagem original,
corresponde a 2 pixels de distancia (um preto e um branco):
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Transformada de Fourier 2D

Sendo o sinal constituido por faixas verticais com espessura de 2 pixels (ciclo de 4
pixels) tem-se:

Portanto, os pontos do espectro situam-se a meio caminho entre o centro e os

limites da imagem, ou seja, a frequéncia representada é igual a metade da
frequéncia maxima.
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Filtragem no dominio das frequéncias

A TF esta directamente relacionada com muitas operacdes, entre as quais as
operacoes de filtragem.

Uma operacao de filtragem, que no dominio espacial resulta de uma operacao de
convolucao entre um filtro (kernel) e a imagem de cinzentos, executa-se com uma
simples multiplicacao no dominio das frequéncias (TF da imagem inicial).

Assim podem-se definir filtros passa-baixa, passa-alta e passa banda, eliminando
por exemplo frequéncias do espectro.
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Filtragem no dominio das frequéncias

Filtro passa-baixa plano:

Plano

Inicial

il

0.0 A

—-100 0 100
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Filtragem no dominio das frequéncias

Filtro passa-alta plano:

Plano
1.0 { — —
Inicial Plano HP
y?w 0.6 |
$ €
‘{.\‘:6_4 4’ P 0.4
0.0

—100 0 100
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Filtragem no dominio das frequéncias

Filtro passa-baixa gaussiano:

Gauss

Inicial

(R

—100 0 100
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Filtragem no dominio das frequéncias

Filtro passa-alta (gaussiano):

Gauss

0.8

Irhi‘cial Gauss HP 0.7
E\' v 0.6 -
%’?%4
£ ‘ 0.4
_—’\Q.\/' A 0.3 -

| 0.1

0.0

—-100 0

100
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Filtragem no dominio das frequéncias

O filtro Butterworth de ordem n e frequéncia de corte DO é definido como:

B(u,v) =

Este filtro tem a vantagem de se poder controlar a nitidez com a ordem (n).

Um filtro passa-baixo Butterworth mantém frequéncias dentro do raio DO e
descarta as de fora. Introduz ainda uma transicao gradual de 1 para O para reduzir o
efeito de ringing que se verifica com o filtro plano.
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Filtragem no dominio das frequéncias

Filtro passa-baixa Butterworth

Butterworth

Butterworth n

L

—-100 0 100
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Filtragem no dominio das frequéncias

Filtro passa-alta Butterworth

Inicial

Butterworth HP 0.8 4
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Filtragem no dominio das frequéncias

Filtro passa-banda plano:

Plano
Inicial Plano
ETH™ |1l
(,v'-l} ~ "N
- 3 . ‘
0.0 1 —

—100 0 100
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Teorema da convolucao

Em matematica, o teorema da convoluc¢ao afirma que, em condicdes adequadas, a
TF de uma convolucao de dois sinais obtém-se multiplicando as suas transformadas
individuais de Fourier e executando a inversa da TF desse produto

f(x,y) = h(x,y) = idft(F(u,v)xH(u,v))

Este teorema é importante porque estabelece a ligacao entre operacdes no
dominio das frequéncias e a accao de filtros espaciais lineares.

As operacoes de filtragem linear, feitas por convolucao no dominio espacial, podem
ser realizadas por multiplicacdes simples no dominio de Fourier, tornando mais
rapido o processo filtragem.
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Teorema da convolucao
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Para tal, basta multiplicar a matriz do filtro pretendido pela imagem resultante da
DFT (espectro com ambas as partes real e imaginaria) e aplicar de seguida a IFT. Na
figura pode-se ver a ilustracao do processo de filtragem de uma imagem, por um

filtro rectangular da média aritmética.

Espectro de B

" "

s -

Filtro plano B de 9x9 Espectro de F

Produto (AxB) IFT (Passa-baixa plano)
f -
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Exemplos de aplicacao

Deteccao de orientacao de texto: A TF é usada para adquirir informacao acerca da

estrutura geométrica do dominio espacial de uma imagem. O reconhecimento de
texto, usando técnicas de processamento de imagem fica simplificado se for
assumido que as linhas de um dado texto estao dispostas numa dada direcao.

Original Espectro linxcol

Sonpet for Lena
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Alarl Funk when T tried Lo une Vi)

| fomznl 1hat yowr chocka beloog to naly you
Vi xillcy hakt cottaind & bbousand Roce
Aol fot yeour Ups, scnsual and oo tusl

Tha CTruya k d oud the proper Sectal.
Awd whde three nethacks ayv afl quile vy
i might have Hwnd thaen with harke hare or thre
Bt wheo ke Lank sparkle Bom year mywn
| aapd, Dngan wl shie. 'L juan Algittes .

Thomas Colthurat
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Exemplos de aplicacao

A limiarizacao dos picos da imagem do espectro permite identificar a orientacao da
disposicao das linhas de texto.

Original Espectro linxcol

Sonnpet for Lena

O <ctemr Letam, VAW NeaMey (v an vmnc

M la hard svoruimce To clowe Pl 17 Bang

3 shoaght Lhe emlire worlil 1 weould Dispermw
0 ey wor peoritakt | coold syropre.

Alari Fuonk when T tried Lo une Vi)

| fomonl that youwr choska beloog to faly you
Viour xilfky halt costaind & bbhousand Lnece
Nard Lo match wilh oxom of dierreis coxdoes.
Ao Tue ywour Ups, scoual and cectusl

Tha CTrmy= k d ouA the proper Saciul.
Awd whde three nethacks aye afl quile s vere
i might have Hwnd thae with harke have or the
But wheo Sherr Lack sparkle bom ysar men
laapd, Dngun ml shie. 'L jun digittee.”

Thomus Cofthurat
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Exemplos de aplicacao

No caso de uma imagem rodada de 459, apds a identificacdao dos picos de
frequéncia sobre a linha principal, a imagem pode ser rodada usando para tal o
conhecimento do angulo que se obtém nesse procedimento.

Original Espectro linxcol 45°

A linha perpendicular a linha principal resulta da existéncia de cantos escuros na
imagem rodada.
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Exemplos de aplicacao

A Transformada de Fourier pode ser usada para executar operacoes de localizar

objectos numa imagem, por determinacao do espectro de poténcia cruzada (que se
vera no tema de segmentacao de imagem).

Resultado
Template

JOAO RECEBEU UM TEXTO DE

INSTRUCAO PARA MONTAR UM AN ANA
BRINQUEDO: BRACELETE DE SUPER Al
HEROI. MAS, A PESSOA QUE ESCREVEU, ANNA

ESQUECEU DE FAZER A LISTA DOS
MATERIAIS. VOCE CONSEGUE AJUDA-LO : g

A FAZER A LISTA DOS MATERIAIS QUE 3k z A Al
PRECISAM SER SEPARADOS PARA £ ARA
MONTAR ESSE BRINQUEDO? 0

Al
[ANA]

Imagem inicial Posi¢coes
(maximos da correlagao)



